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Raspunsul Dinamic al Sistemelor cu Un Singur 

Grad Dinamic de Libertate 

 

Se considera sistemul oscilant cu un singur grad de libertate din Fig. 1, alcatuit din masa m, 

elementul elastic cu rigiditatea k, si din disipatorul de energie cu coeficientul de amortizare 

vascoasa c. Fortele care actioneaza pe directia gradului de libertate dinamica sunt forta 

perturbatoare P(t), forta elastica Pe din resort, forta de amortizare Pa si forta de inertie. Forta 

elastica este proportionala cu deplasarea sistemului unde constanta de proportionalitate este 

coeficientul de rigiditate k, forta de amortizare se considera proportionala cu viteza sistemului 

unde constanta de proportionalitate a amortizarii este c, iar forta de inertie Pin este egala cu 

produsul intre masa sistemului si acceleratia sistemului oscilant: 
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Figura 1: Schema dinamica de calcul. Ecuatia miscarii. 

Prin aplicarea principiului lui dôAlembert, ecuatia de echilibru dinamic se reduce la o ecuatie de 

echilibru static: 
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)(tPPPP eain =++  
      (2)

  

si cu semnificatia fortelor definite in Ec. (1) ecuatia 2 devine: 

       () () )()( tPtkutuctum =++
¶¶¶

 
      (3)

  

Impartind ecuatia (3) cu m si introducand notatiile: 
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rezulta urmatoarea forma a ecuatiei diferentiale ce defineste miscarea unui sistem oscilant: 
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)(2 2 tP
m

tututu =++
¶¶¶

wb  
      (5)

  

si reprezinta ecuatia diferentiala a vibratiilor fortate ale unui sistem oscilant cu un grad de 

libertate produse de o forta perturbatoare oarecare P(t), cu amortizare vascoasa. In ecuatia de mai 

sus coeficientul ɤ reprezinta pulsatia proprie a sistemului, asa cum va fi detaliat in continuare, 

iar coeficientul ɓ are semnificatia unui factor de amortizare. Prin particularizari ale ecuatiei (5) 

se pot obtine ecuatiile miscarii pentru diferite situatii particulare cum ar fi, ecuatia vibratiilor 

libere neamortizate (P(t)=0, ɓ=0), amortizate (P(t)=0, ɓÍ0) sau ecuatia vibratiilor fortate 

neamortizate (ɓ=0). 

1. Vibratii libere neamortizate  

Ca urmare a scoaterii sistemului din pozitia de echilibru prin aplicarea 

unei actiuni de scurta durata sistemul va oscila liber in vecinatatea 

pozitiei de echilibru dupa incetarea acestei actiuni. Miscarea sistemului 

este descrisa de urmatoarea ecuatie diferentiala liniara, omogena cu 

coeficienti constanti: 

() () 02 =+
¶¶

tutu w  
      (6)

  

care se obtine prin particularizarea ecuatiei diferentiale a miscarii unui sistem cu 1GDL in care 

se considera P(t)=0 si forta de amortizare nula (coeficientul amortizarii ɓ=0). Solutia ecuatiei 

diferentiale este o functie armonica de forma: 



Chiorean C.G. /  Dinamica Structurilor / Note de curs (pentru uzul studentilor)/ 2020 / www.cosminchiorean.com 

 

3 
 

tCtCtu ww sincos)( 21 +=  
      (7)

  

in care constantele C1 si C2 se determina in functie de conditiile initiale, spre exemplu la 

momentul t=0, cunoscand deplasarea si viteza initiala: 

() ()0;0 00

¶¶

== uuuu  
      (8)

  

Impunand aceste conditii initiale rezulta pentru constantele de integrare urmatoarele expresii: 

w

¶

== 0
201 ;

u
CuC  

      (9)

  

iar solutia generala devine in functie de conditiile initiale: 

t
u

tutu w
w

w sincos)( 0
0

¶

+=  

      

(10)

  
 

 

Figura 2: Vibratii libere neamortizate. 

Ambii termini ai relatiei de mai sus definesc miscari armonice cu aceeasi pulsatie ɤ si cu 

amplitudini diferite, u0 respectiv Ţ0/ɤ. Compunand cele doua miscari armonice prin introducerea 

urmatoarelor constante: 
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rezulta urmatoarea expresie pentru solutia ecuatiei diferentiale: 

( )jw+= tAtu sin)(  
      

(12)
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in care amplitudinea miscarii rezultante A si faza initiala a miscarii ű au urmatoarele expresii: 
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In Figura 2 se reprezinta graficul acestei miscari. Derivand succesiv relatia (12) se obtin ecuatiile 

vitezei si acceleratiei: 

( )jww +=
¶

tAtu cos)(  

( ) )(sin)( 22 tutAtu wjww -=+-=
¶¶

 

      

(14)

  

care sunt reprezentate grafic in Figura (3). Se observa ca viteza este defazata cu ˊ/2 fata de 

deplasare, iar acceleratia cu ˊ/2 inaintea vitezei si cu ˊ inaintea deplasarii avand aceeasi pulsatie 

ɤ si aceeasi perioada T. 

 

Figura 3: Raspunsul dinamic in deplasari, viteze si acceleratii. 

Vibratiile libere neamortizate au carcater permanent si durata teoretica infinita. Marimile 

caracteristice ale unei oscilatii complete sunt: 

- Elongatia ï valoarea deplasarii u(t) la un moment de timp dat; 
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- Amplitudinea A, valoarea maxima a elongatiei. 

- Prioada proprie T, durata unei oscilatii complete si se masoara in secunde: 

[]sT
w

p2
=  

      

(15)

  

- Frecventa proprie f, numarul de oscilatii complete effectuate intr-o secunda si se masoara 

in s
-1
 sau hertz: 

[ ]11 -= s
T

f  

      

(16)

  

- Pulsatia proprie (sau frecventa circulara) ɤ, reprezinta numarul de oscilatii complete in 

2ˊ secunde si se masoara in rad/s: 

[ ]srad
T

/
2p

w=  

      

(17)

  

Cele trei marimi, perioada T, frecventa f si pulsatia ɤ depind numai de proprietatile intrinseci 

ale sistemului m (masa) si k (coeficientul de rigiditate) fiind independente de conditiile initiale 

ale miscarii. Ele reprezinta caracteristicile dinamice proprii ale sistemului. Legatura intre cele 

trei caracteristici dinamice este data de urmatoarea relatie: 

m
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T
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p
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(18)

  

2. Raspunsul dinamic neamortizat la actiunea unui impuls finit H 

Masa sistemului (m) este scoasa din pozitia initiala de echilibru prin aplicarea unui impuls 

finit H la momentul de timp t=Ű. Prin urmare viteza aplicata masei la acest moment de timp este:  

m

H
u=
¶

 

      

(19)

  

Sistemul executa vibratii libere descrise de ecuatia (vezi raspunsul dinamic pentru sisteme care 

executa vibratii libere neamortizate): 
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in care la momentul initial al miscarii t=Ű sistemul de gaseste in repaus: 

m
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Prin urmare raspunsul dinamic in deplasari al sistemului la actiunea unui impuls finit este 

caracterizat de ecuatia: 

( )tw
w

-= t
m

H
tu sin)(  

      

(22)

  

pentru orice moment de timp tÓŰ (Fig. 4). 

 

Figura 4. Raspunsul dinamic la actiunea unui impuls finit H. 

3. Raspunsul dinamic neamortizat la actiunea unei forte constante P(t)=P0 

Forta dinamica descrisa de functia constanta P(t)=P0 se aplica brusc pe 

sistem si se mentine pe toata durata miscarii. Ecuatia diferentiala a 

miscarii este in acest caz: 

                                                    () ()
m

P
tutu 02 =+

¶¶

w                                               (23)

 

Solutia ecuatiei diferentiale este compusa din solutia ecuatiei diferentiale 

omogene si o solutie particulara a carei forma se cauta dupa forma membrului drept a ecuatiei de 

mai sus si trebuie sa verifice ecuatia miscarii: 



Chiorean C.G. /  Dinamica Structurilor / Note de curs (pentru uzul studentilor)/ 2020 / www.cosminchiorean.com 

 

7 
 

I
aparticukarsolutia

omogeneecuatieisolutia
k

P
tCtCtu 0

21 sincos)( ++=
))) ())) '&
ww  

      

(24)

  

unde k=mɤ
2
. 

Din conditiile initiale  
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constantele de integrare rezulta: 
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iar solutia generala se scrie: 

( )t
k

P
tu wcos1)( 0 -=

 

 

Figura 5: Raspunsul dinamic la actiunea unei forte constante P0. 

Daca observam ca raportul P0/k reprezinta deplasarea sistemului din aplicarea statica a fortei P0 

pe care in continuare o vom nota ust solutia ecuatie se scrie: 

( )tutu st wcos1)( -=  

      

(27)

  

unde 

k

P
ust

0=  

      

(28)
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Rezulta ca deplasarile, eforturile si tensiunile maxime sunt duble fata de cele calculate din forta 

P0 aplicata static (Fig.5). 

4. Raspunsul dinamic la actiunea unei forte perturbatoare oarecare P(t) 

Se considera forta dinamica P(t)=P0f(t) care are o variatie oarecare 

definita de functia f(t) amplitudinea (valoarea maxima) fortei fiind definita 

de P0. Neglijand amortizarea, ecuatia diferentiala a vibratiilor fortate 

produse de forta P(t) se scrie: 

                                                  () () )(02 tf
m

P
tutu =+

¶¶

w                                   (29)

 

Diagrama fortei perturbatoare se poate descompune in cresteri finite ale functiei ȹP care depind 

de cresterile alese pentru timpul ȹt. Fiecare forta ȹP (Fig. 6)  produce un 

impuls si raspunsul dinamic corespunzator actiunii unei forte constante ȹP. 

Raspunsul dinamic pentru forta P(t) se determina insumand efectele pentru 

toate cresterile ȹP astfel: 
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Daca exprimam ȹP astfel: 
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rezulta: 
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iar prin trecerea la limita se obtine: 
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P
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Remarca: Integrare prin parti 

Daca f si g sunt doua functii definite 

pe un interval [a, b] derivabile  si cu 

derivate continue pe [a, b] atunci:  
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Figura 6: Descompunerea fortei P(t) intr-o succesiune de forte constant incrementale ȹP. 

Integrand prin parti cel de-al doilea termen din relatia de mai sus si tinand seama ca la momentul 

t=0, 1-cosɤt=0 rezulta: 
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Daca forta perturbatoare este aplicata sistemului care executa o miscare ca urmare a aplicarii 

unor deplasari si viteze initiale solutia completa se obtine suprapunand efectele miscarii datorita 

conditiilor initiale (din deplasarea initiala u0 si viteza initiala Ţ0) cu miscarea produsa de forta 

perturbatoare: 

() ( )
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Integrala:
  

() ( )ttwt dtf
t

ñ -
0

sin

 

      

(36)

  

care intra in expresia raspunsului dinamic al sistemului se numeste integrala de convolutie sau 

integrala Duhamel. Raspunsul sistemului mai poate fi exprimat evidentiind efectul dinamic 

asupra raspunsului static definit prin deplasarea ust introdusa mai sus. Astfel cu expresia: 

Remarca: Impulsul mecanic al unui 

punct material: H=mŢ; [H]=Nxs; 

Teorema de variatie a impulusului 

pentru punctul material:  

dH=Pdt 

Marimea Pdt reprezinta impulsul 

fortei aplicate 
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relatia (34) se mai poate scrie: 

() ( ) ()tudtf
m

P
tu st
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yttwtw
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0 sin)(  

      

(38)

  

unde functia Ɋ (t) egala cu: 

() () ( )ttwtwy dtft
t

ñ -=
0

sin  

      

(39)

  

se numeste functia de multiplicare dinamica si masoara in fiecare moment efectul dinamic al 

fortei perturbatoare P(t) fata de efectul ei static maxim (din aplicarea statica a amplitudinii fortei 

P0). Cand intereseaza numai raspunsul dinamic maxim acesta se determina considerand valoarea 

maxima Ɋ a functiei de multiplicare dinamica Ɋ (t), numit multiplicator dinamic: 

                                          () yy stst utuu ==
maxmax

                                                              (40) 

 

Figura 7. Descompunerea actiunii intr-o succesiune de impulsuri elementare. 

Observatie 

Actiunea fortei P(t) aplicata sistemului in repaus poate fi reprezentata ca o succesiune continua 

de impulsuri elementare dH=P(Ű)dŰ aplicate in intervalul de timp de la Ű=0 la Ű=t (Fig.7). 

Miscarea produsa de impulsul elementar dH se poate determina din ecuatia (22): 

() ( ) tttwt
w

²-= tdtf
m

P
tdu ,sin)( 0

 
      

(41)
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Prin aplicarea principiului suprapunerii efectelor, miscarea sistemului sub actiunea fortei 

P(t)=P0f(t) se poate obtine ca o suma integrala a miscarilor produse de succesiunea continua de 

impulsuri elementare dH=P0f(Ű)dŰ in intervalul de timp in care actioneaza forta: 

() () ( )ññ -==

tt

dtf
m

P
tdutu

0

0

0

sin)( ttwt
w  

      

(42)

  

ajungandu-se practic la aceeasi relatie data in ecuatia (34). 

5. Raspunsul dinamic la actiunea unei forte perturbatoare armonice 

Daca forta perturbatoare este de tip armonic matematic aceasta poate fi 

exprimata astfel: 

                                      tPtP W= sin)( 0                                                        (43)

 
unde P0 este amplitudinea fortei perturbatoare si ɋ este pulsatia fortei. 

Ecuatia miscarii devine: 

() () t
m

P
tutu W=+

¶¶

sin02w  

      

(44)

  

a carei solutie se compune din solutia ecuatiei omogene (u1) si solutia particulara (u2) care 

corespunde unei perturbatii armonice: 

)()()( 21 tututu +=  

      

(45)

  

Solutia ecuatiei omogene se exprima sub forma: 

tCtCtu ww sincos)( 211 +=  

      

(46)

  

iar solutia particulara trebuie sa verifice ecuatia miscarii si se alege de forma termenului liber: 

tNtMtu W+W= sincos)(2  

      

(47)

  

Prin impunearea conditiei ca functia u2 definita mai sus sa satisfaca ecuatia diferentiala 

neomeogena, se determina constantele M si N rezultand: 
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cu conditia: 

022 ¸W-w  

      

(49)

  

Soltia generala a ecuatiei diferentiale devine: 

( )
t

m

P
tCtCtu W

W-
++= sinsincos)(

22

0
21

w
ww  

      

(50)

  

Din relatia de mai sus se observa ca ecuatia miscarii unui sistem cu un grad de libertate dinamica 

solicitat la o forta perturbatoare armonica se compune din suprapunerea a doua vibratii armonice 

cu pulsatii diferite. Primii doi termeni defines vibratia proprie fara amortizare, iar ultimul termen 

vibratia fortata. Constantele de integrare C1 si C2 se determina din conditiile initiale la momentul 

t=0: 
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si rezulta: 
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si solutia ecuatiei miscarii se scrie: 
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Raspunsul stationar (permanent) se obtine considerand sistemul la momentul t=0 in repaus 

(deplasare si viteza nula) si este expimat de relatia: 
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care mai poate fi exprimata evidentiind relationarea cu deplasarea statica introdusa in sectiunile 

anterioare astfel: 
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in care primul termen se refera la vibratia fortata, iar al doilea se refera la vibratia proprie. 

Functia de multiplicare dinamica se exprima in acest caz: 

() ù
ú

ø
é
ê

è W
-W

ö
÷

õ
æ
ç

åW
-

= ttt w
w

w

y sinsin

1

1
2  

      

(56)

  

Datorita fortelor de amortizare vibratia proprie inceteaza dupa un anumit interval de timp astfel 

ca raspunsul dinamic poate fi aproximat numai prin vibratiile pur fortate, in consecinta functia de 

multiplicare dinamica, respectiv multiplicatorul dinamic se exprima astfel: 
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iar solutia se simplica la urmatoarea forma: 
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si definesc vibratiile pur fortate care sunt vibratii armonice care se executa cu pulsatia ɋ a fortei 

perturbatoare si cu amplitudinea constanta. Reprezentand variatia 

multiplicatorului dinamic Ɋ in functie de raportul ɋ/ɤ se disting 

urmatoarele situatii: 

a. Cand 0Òɋ/ɤ<1, multiplicatirul dinamic Ɋ>1 si miscarea sistemului 

se face in faza cu forta perturbatoare, in sensul de actionare al fortei. 

b. Cand ɋ/ɤ>1, multiplicatorul dinamic este negativ si miscarea 

sistemului se face in sens opus sensului de actionare fortei perturbatoare, diferenta de faza 

fiind egala cu ˊ, si valorile lor maxime sunt de sensuri opuse. In acest caz se ia in 

considerare valoarea absoluta, iar diagram de variatie se considera cea punctata din Figura 8. 

Remarca: Regula lui 
,ȭ(ĖÐÉÔÁÌȡ 
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Figura 8: Variatia multiplicatorului dinamic. 

c. Cand ɋ/ɤ>ã2, multiplicatorul dinamic este subunitar si efectul dinamic este mai redus decat 

efectul static al fortei P0.  

d. Cand ɋ/ɤ=1, deplasarea dinamica creste teoretic la infinit si apare fenomenul de rezonanta 

teoretica care trebuie evitat la structurile supuse la actiuni dinamice. Domeniile care evita 

fenomenul de rezonanta sunt: 

5.1;5.0 >
W

<
W

ww  

      

(59)

  

In primul caz rezonanta nu se produce deloc, iar in al doilea caz sistemul are oscilatii 

puternice la initierea si oprirea actiunii dinamice (a motorului) cand pulsatia ɋ creste sau 

scade si devine egala cu ɤ (fenomenul de batai).  

Astfel in regim stationar expresia deplasarii u(t) devine in acest caz o nedeterminare 0/0. 

Aplicand regula lui LôHôpital pentru ridicarea acestei nedeterminari, ecuatia de miscare in 

regim de rezonanta se scrie: 
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sau cu notatiile: 

   î
î
í

îî
ì

ë

=-

=

aw

a

sin
2

1

cos
2

1

Bt

B

 

      

(61)

  

   

( ) ()tutB
m

P
tu stY=-= aw

w
cos)(

2

0

 

      

(62)

  

unde 

   

22

2

1

2

1
ö
÷

õ
æ
ç

å
-+ö

÷

õ
æ
ç

å
= tB w  

      

(63)

  

observandu-se ca deplasarile cresc nelimitat in timp (Fig. 9)

 

 

Figura 9: Fenomenul de rezonanta. 

Observatie (fenomenul de batai) 

In cazul in care pulsatia fortei perturbatoare este apropiata de valoarea pulsatiei proprii a 

sistemului (ɋ/ɤå1), apare fenomenul cunoscut sub numele de fenomenul de batai. Cu 

urmatoarele notatii: 

   1

2

2

º
W

F=+W

=-W

w

w

ew

 
      

(64)

  

ecuatii miscarii sistemului in regim stationar (Ec. 54) devine: 

   

( ) tt
m

P
tt

m

P
tu

2
sin

2
cos2

4
sinsin

4
)( 00 ww

e
w

e

-W
Ö

+W
Ö
F

-=-W
F

-=  
      

(65)
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sau: 

   

ttAtt
m

P
tu F=Fù

ú

ø
é
ê

è

F
-= cos)(cossin

4

2
)( 0 e

e  

      

(66)

  

de unde rezulta caracteristicile miscarii armonice cu pulsatia ū cu amplitudinile A(t) variabile in 

timp dupa o lege armonica de pulsatie Ů. Se observa ca periodic 

au loc amplificari ale raspunsului sistemului cand se atinge 

valoarea maxima a amplitudinii, perioada bataii fiind egale cu: 

                                           
w

p

e

p

-W
==

22

2

1
AT                                (67) 

 

Figura 10: Fenomenul de batai 

6. Vibratii libere amortizate  

Influenta amortizarii asupra vibratiilor libere se 

caracterizeaza prin faptul ca datorita frecarii 

interioare a materialului care nu este perfect elastic sunt dezvoltate forte 

interne, numite forte de amortizare. Fortele de amortizare se considera 

proportionale cu viteza iar amortizarea se considera de tip vascos. Ecuatia 

Remarca: Despre rezolvarea ecuatiilor 
diferentiale de ordinal al II-lea 
omogene cu coeficienti constanti:

 Pentru rezolvarea 

ecuatiiei diferentiale se propun solutii 

de foma
 

 iar solutia generala 

depinde de tipul radacinilor (r1,r2) 
ecuatiei caracteristice atasate: 

 

1. Daca  (radacini reale si 

distincte):
  

 
2.Daca  (radacini complexe 

conjugate)
  

 

Obs. Pentru exprimarea de mai sus este 

util sa ne amintim formula lui Euler:  

 
3. Daca  (radacini reale 

confundate, r1,2=r):
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miscarii sistemului se obtine prin particularizarea ecuatiei generale a miscarii, considerand 

actiunea exterioara P(t)=0: 

   

() () 02 2 =++
¶¶¶

tuutu wb  

      

(68)

  

unde 

   m

k

m

c

=

=

2

2

w

b

 

      

(69)

  

Solutia generala a ecuatiei de mai sus, cunoscuta din teoria ecuatiilor diferentiale de ordinal al II-

lea omogene cu coeficienti constanti, se obtine prin rezolvarea in prealabil a ecuatiei 

caracteristice atasate: 

   

02 22 =++ wbrr  
22

2,1 wbb -°-=r  

      

(70)

  

si in functie de tipul radacinilor (r1, r2) distingem urmatoarele trei situatii.  

a. Amortizarea critica 

Aceasta situatie corespunde cazului in care cele doua radacini ale ecuatiei caracteristice sunt 

confundate: 

   

b

wb

-==

=-

21

22 0

rr  

 

      

(71)

  

valoarea coeficientului de amortizare ɓ corespunzatoare acestui caz se numeste critica si este 

egala cu: 

   

wb =cr  

      

(72)

  

iar constanta de proportionalitate a amortizarii c, care reprezinta o caracteristica proprie a 

sistemului oscilant si depinde de elementele acestuia (m, k), este egala cu: 

   

mk
m

k
mmmccr 2222 ==== wb  

      

(73)

  

Raportul intre coeficientul de amortizare efectiv c si coeficientul de amortizare critica, ccr, definit 

mai sus, se numeste fractiune de amortizare critica si se noteaza in continuare cu ɜ: 
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w

b

w

b
n ===

m

m

c

c

cr 2

2
 

      

(74)

  

In cazul amortizarii critice ɜ=ɜcr=1 (100%). 

Solutia generala a ecuatiei diferentiale (68) in acest caz are forma: 

   

( )tCCetu t

21)( += -w

 

      

(75)

  

unde constantele de integrare C1 si C2 se determina impunand conditiile initiale la momentul t=0; 

u(0)=u0; Ţ(0)=Ţ0 iar solutia generala devine: 

   

ù
ú

ø
é
ê

è
ö
÷

õ
æ
ç

å
++=

¶
- tuuuetu t

000)( ww

 

      

(76)

  

si  care arata ca miscarea isi pierde caracterul oscilatoriu, iar sistemul scos din pozitia de 

echilibru prin aplicarea unei deplasari si viteze initiale  revine treptat la pozitia initiala de 

echilibru. In functie de orientarea vitezei initiale in raport cu deplasarea initiala solutia se poate 

reprezenta ca in Fig. (11). 

 

Figura 11: Raspunsul dinamic in cazul amortizarii critice. 

b. Amortizare supracritica 

Acest tip de amortizare intervine atunci cand coeficientul de amortizare efectiv c este mai 

mare decat coeficentul de amortizare critica ccr: 

   

wbn >>> ;1;crcc  
      

(77)
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Si in acest caz miscarea nu mai este una oscilatorie devenind una aperiodica. Discrimantul 

ecuatiei caracteristice este pozitiv, deci ecuatia are doua radacini reale, distincte si negative: 

   

22

2,1

22 0

wbb

wb

-°-=

>-

r
 

      

(78)

  

Solutia generala a ecuatiei diferentiale se exprima in acest caz: 

   

ö
÷
õæ

ç
å +=

---- ttt eCeCetu
2222

21)(
wbwbb

 

      

(79)

  

c. Amortizare subcritica 

In acest caz coeficientul de amortizare efectiv c este mai mic decat coeficentul de amortizare 

critica ccr iar aceasta situatie intereseaza in mod practic: 

   

wbn <<< ;1;crcc  

      

(80)

  

Radacinile ecuatiei caracteristice sunt in acest caz numere complexe: 

   

*2222

2,1 wbbwbwbb iir °-=-°-=-°-=  

      

(81)

  

in care s-a introdus notatia ɤ
*
 pentru pulsatia proprie a vibratiei amortizate: 

   

2

2

22* 11 nw
w

b
wbww -=ö

÷

õ
æ
ç

å
-=-=  

      

(82)

  

Solutia generala a ecuatiei diferentiale (54) in acest caz devine: 

   

( )tCtCetu t *

2

*

1 sincos)( wwb += -

 

      

(83)

  

sau prin compunerea celor doua solutii particulare: 

   

( )jwb += - tAetu t *sin)(  

      

(84)

  

unde: 

   2

1

2

2

2

1

C

C
arctg

CCA

=

+=

j
 

      

(85)

  



Raspunsul Dinamic al Sistemelor cu 1GDL 

20 
 

si care reprezinta ecuatia de miscare a sistemului oscilant si este reprezentata in Fig. (12). Cele 

doua constante de integrare, C1 si C2, se pot determina din conditiile initiale ale miscarii la 

momentul t=0; u(0)=u0; Ţ(0)=Ţ0 iar solutia generala devine: 

   

ù
ù

ú

ø

é
é

ê

è

+ö
÷

õ
æ
ç

å
+=

+=

=

¶

-

¶

t
u

ttuetu

uu
C

uC

t *

*

0*

*

*

0

*

0

*

0
2

01

sinsincos)( w
w

w
w

b
w

w

b

w

b

       

(86)

  

 

 

Figura 12: Raspunsul dinamic in cazul amortizarii subcritice. 

 

Rezulta ca miscarea este armonica cu pulsatia ɤ
*
 si amplitudinea Ae

-ɓt
 care descreste exponential 

in timp, dar nu mai este periodica. Intervalul de timp dintre doua amplitudini successive se 

numeste pseudoperioada miscarii si este egala cu: 

   

2*

*

1

22

nw

p

w

p

-
==T  

      

(87)

  

Fractiunea de amortizare critica in cazul constructiilor obisnuite este mica, astfel incat in 

aplicatiile practice se poate considera ca influenta amortizarii asupra perioadei si pulsatiei proprii 

de vibratie a sistemului este neglijabila astfel incat: 
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ww ºº ** ;TT  

      

(88)

  

 

Figura 13:Vibratii libere amortizate vs vibratii libere neamortizate. 

 

Figura 14:Influenta amortizarii asupra vibratiilor libere. 

Observatia 1: 

Gradul de amortizare al vibratiilor structurilor se poate determina folosind decrementul 

logaritmic al amortizarii, ȹ, care reprezinta logaritmul natural al raportului a doua amplitudini 

successive A(t) respectiv A(t+T
*
): 

   

( )
*

* *
ln

)(

)(
ln T

Ae

Ae

TtA

tA
Tt

t

b
b

b

==
+

=D
+-

-

 

      

(89)

  


