Chiorean C.G. Dinamica Structurilor Note decurs (pentru uzul studentilor2020 /www.cosminchiorean.com

Raspunsul Dinamic al Sistemelor ¢ Un Singur
Grad Dinamic de Libertate

Se considera sistemul oscilant cu un singur grad de libertate din Fig. 1, alcatuit dimmasa
elementu elastic cu rigiditates, si din disipatorul de energieu coeficientul deamortizare
vascoasac. Fortele care actioneaza pe directia gradului de libertate dinamica sunt forta
perturbatoard”(t), forta elasticaP. din resort, forta de amortizaf, si forta de inertie. Forta
elasti@a este proportional cu deplasarea sistemului unde constanta de proportionalitate este
coeficientul de rigiditatek, forta de amortizare se considera proportiamal viteza sistemului
unde constanta de proportionalitata amortizarii estec, iar forta de inertidP?,, este egia cu

produsul intre masa sistemului si acceleratia sistemului oscilant:

P, = kult)
P, =cu(t) @
P, =mu(t)
V2222
C ¢I k ia ije
P in|
; ll
l Pa) l
P(1)

Figura 1. Schema dinamica de calcul. Ecuatia miscarii
Prin aplicarea principiului [ ui d 6 Adceatielde r t

echilibru static:

e
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P +P, +P =P(t) (2

si cu semificatia fortelor definite in Ec(1) ecuatia 2 devine:

M 1 3
mu(t) + cu(t) + ku(t) = P(t) )
Impartind ecuatia (3) cm si introducand notatiile:
w =K
m (4)
26="S
m

rezulta urmatoarea forma a ecuatiei diferentiale ce defineste miscarea unui sistem oscilant:

U(t)+260) + wPuct) = % P(t) ©)
si reprezinta ecuatia diferentiala a vibratiilor fortate ale unui sistem oscilant cu un grad de
libertate produse de o forta perturbatoare oard®@fecu amortizare vascoada.ecuatia de mai
sus coeficientul ¥ r epr ezsacumaa figetdliat ia tontmuarp,r o p r i
iar coeficientul b ar e s eHRnnpafticularzari al@a ecuatieu(d) f act
se pot obtine ecuatiile miscarii pentru diferite situatii particulare cum ar fi, ecuatia vibratiilor
libere neamortiz# (P(t) = 0, , dmoerlizate P(t) =0 , bio0) sau ecuati a

neamortizate (b=0).

1. Vibratii libere neamortizate

Ca urmare a scoaterii sistemului din pozitia de echilibru prin aplicarea

unei actiuni de scurta durata sistemul ascila liber in vecinatatea

" pozitiei de echilibru dupa incetarea acestei actiuni. Miscastansillui
°~ I u(t)
este descrisa de urmarea ecuatie diferentiala liniara, omogena cu
Xm coeficienti constamt

1)+ wAu(t) =0 ©

carese obtine prin particularizarea ecuatiei diferentiale a miscarii unui sistem cu 1GDL in care
se conigleraP(t)=0 si forta de amortizare nula (coeficientul amortiza#iD). Solutia ecuatiei

diferentiale este o functie armonica de forma:
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u(t) =C, cosmt +C, sinut ()

in care constantel€; si C, se determina in functie de conditiile initiale, spre exemplu la
momentult=0, cunoscand deplasarea si viteza initiala:

0, =u(0) U, =4(0) ®)

1
U 9
Cl_UO’ 2_7/

iar solutiageneraladevine in functie de conditiile initiale:

1
u(t) = u, cosnt + 2 sinut (10
w

u(r) i [0

Uy

Figura 2: Vibratii libere neamortizate.
Ambii termini ai relatiei de mas u s definesc mi scari ar moni ce

amplitudini diferite, g respectivly/ ¥ . Compunand cele doua miscar.i

urmatoarelor constante:

éu, = Asin/
[
U 11
12 = Acoy
i w
rezultaurmatoarea expresie pentru solutia ecuatiei diferentiale:

t) = Asin(ut +/

u(t) = Asin(ut +/ ) (12
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in care amplitudinea miscariirezultaskes i f aza i nitiala a miscar.

1

O . =arctge? (13
> uO

In Figura 2se reprezinta graficul acestei misc&rerivand succesiv relatid ?) se obtin ecuatiile
vitezei si acceleratiei:

1

u(t) = Awcodut +; )

U(t) =- Aw?sin(ut +/ ) = - vAu(t)

care sunt reprezentatgafic in Figura(3). Se observa ca viteza estee f azat a cu

(14)

depl asar e, i ar accel er anaintea daplasarii dvahd dceeasi poltate a

¥ Ssi aceelasi perioada

w— Deplasarea == = =Viteza Acceleratia

| AN i ‘N H
! ) ’ ! . ’
| -’ - 3 ;-
a : i
i w 2 3 E
> b4 ‘ 2 '
J T = | T = ! i
@ ‘ @ '

Figura 3: Raspunsul dinamic in deplasari, viteze si acceleratii.
Vibratiile libere neamortizate awgarcater permanent si durata teoretica infinkéarimile

caracteristice ale unei oscilatii complete sunt:

- Elongatiai valoarea deplasanui(t) la un moment de timp dat;

“

2
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- AmplitudineaA, valoarea maxima a elongatiei.
- Prioada proprieT, durata unei oscilatéomplete si se masoara in secunde:

T=22[4 (15
w

- Frecventa proprie,fnumarul de oscilatii complete effectuate4otsecunda si se masoara

in st sau hertz:

=2[s"] (16
- Pulsatia proprie (sau frecventrculara) ¥ , reprezinta numar ul de
2" secunde si se masoara in rad/ s:
W:Z_I_—p[rad/s] (17)
Cele trei marimiper i oada T, f r e depmdchrnuraai de preprietaglevintrsisedi i a ¥

ale sistemuluim (masa) sk (coeficientul de rigiditate) fiind independente de conditiile initiale
ale miscarii. Ele reprezintearacteristicile dinamice proprii ale sistemuldiegatura intre cele

trei calcteristici dinamice este data de urmatoarea relatie:

W=@=2pf=\/g (18
T m

2. Raspunsul dinamic neamortizat la actiunea unui impuls finit H

Masa sistemuluinf) este scoasa din pozitia initiala de echilibru prin aplicarea unui impuls

finit H la momentul de timp= U . Pr i n uplicata masei la dcéstenoraemttinp este:

T H
u=— 19
— (19

Sistemul executa vibratii libere descrise de ecuagai raspunsul dinamic pentru sistemeecar

executa vibratii libere neamortizate)
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1
u(t) = u, cosf) + u70/sin(wt) (20)

in care la momentul initial al miscat# Wistemul de gaseste in repaus:

u, =0

1 21

HL] @
m

Prin urmare raspunsul dinamic in deplasari al sistemului la actiunea unui impuls finit este

caracterizat de ecuatia:

u(t) = %/ sinut - ¢) (22)

A

Figura 4. Raspunsul dinamic la actiunea unui impuls fidit

pentru orice moment de tim® (Fig. 4).

it

3. Raspunsul dinamic neamortizat la actiunea unei forteconstanteP(t)=P,

Forta dinamica descrisa de functia const®{tg=P, se aplica brusc pe

sistem si se mentine pe toata durata miscarii. Ecuatia diferentiala a

e

l P

omogene si 0 solutie particulara a carei forma se cauta dupa forma membrului drept a ecuatiei de

- I miscarii este in acest caz:
A-u(t)

u(t)+ n2uft) = o (23)

3 |co

Solutia ecuatiei diferentiale estempusa din solutia ecuatiei diferentiale

mai sussi trebuie sa verifice ecuatia miscarii
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R

u(t) = +C.Si + =
=GPyt apipts (24)
solutia ecuatiei omogene solutia particukaa
undek=nms2.
Din conditiile initiale
U, = u(O) =0
1T (29)
U, = (O) =0
constantele de integrare rezulta:
c--h
Yok (26)
=0

iar solutia generala se scrie:

u(t) = %(1 cosut)

Forta constanta P(t)=P0

uft)

PO/k

t[s]

T=21/w

v

7=/

<
<

v

Figura 5. Raspunsul dinamic la actiunea unei forte constBste
Daca observam ca raported/k reprezinta deplasarea sistemului din aplicarea statica a #gtei

pe care in continuare o vom nat@asolutia ecuatie se scrie:

u(t) =u,(1- cosut) (27)

unde

u., =

st

R
o (28)
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Rezulta cadeplasarile, eforturile si tensiunileaximesunt duble fata de cele calculate din forta

Py aplicata stati¢Fig.5).

4. Raspunsul dinamic la actiunea unei forte perturbatoare oarecare P(t)

Se considera forta dinamicB(t)=Pof(t) care are o variatie oarecare

‘ k definita de functid(t) anplitudinea (valoarea maxima) fortei fiind definita
5 de Po. Neglijand amortizareaecuatia diferentiala a vibratiilor fortate
.____________I__,,,,) produse de fortR(t) se scrie:

1., u(t)+ n2uft) = % F(t) (29)

Diagrama fortei perturbatoare se poate descompune incfgstera | e f unct i ei PP

Remarca: htegrare prin parti impuls si raspunsul dinamcor espunzator
|

Dacaf si g sunt doua functii definite

: unctii defi Raspunsul dinamic pentru forR{t) se determina insumand efectele pentru
pe un interval , b] derivabile si cu

derivate continue pe[b] atunci:

actiuni

5 b toate cPRastRlt eril e o
J‘f'(.\')g(.\')d.\' f(.r)g(.\')|z J‘f(.\')g‘(.\')a'.\'
: u(t) = 1 cosut +a [1 cost- )] (30)
@V) ) ) ( &0)”‘}“ ) ) ) X
efectulla momentult=0 efectul la cresterile DP
Daca expastfeham
pp=P oy 31)
Dt
rezulta:
u(t) = 1 coswt)+a [1 cosuft - ¢ )|t
5‘% ) ) ( &OH‘”W )))) (32
efectulla momentult=0 efectul la cresterile DP
iar prin trecerea la limita se obtine:
u(t) = (M(zz)(l cosut) + dP 1 [1 cosut - ¢ )|dz (33

u

c

de cresterilie alesee nt r u tt i Ffnipeid a rqe  6) gproduee unpP  ( Fi

n
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P(t)
|
Remarca Impulsul mecanic al unui
punct mat e r[H]=Nxs; H=mT,;
Teorema de variatie a impulusului
pentru punctul material

dH=Pdt

Marimea Pdt reprezinta impulsul
fortei aplicate

P(0)=Pcf(0) €

0 t >
P/} i
AP t
duft) A
i/\/\\~ t\
Figura 6: Descompunerea fort€t) intr-o succesiunedeor t e const alt increi

Integrand prin parti cel dal doilea termen din relatia de mai sus si tinand seama ca la momentul
t=0, -c o &=@rezulta:
u(t) == APt )sinudt - £)dr =0 & f(¢)sinuft - £ )t (34)
mwy '° mwy '
Daca forta perturbatoare este aplicata sistemului care executa o miscare ca urmare a aplicarii
unor deplasari si viteze initiale solutia completa se obtine suprapunand efectele miscarii datorita

conditiilor initiale (din deplasarea initiaka si viteza initialaTp) cu miscarea produsa de forta

perturbatoare:
1
. P 1 .
u(t) = U, cost + 2 sinut +—°- { (¢ )sinudt - £)de 3
& ) c)on)diti.ile i)r:/iii/e?le )( g"%y jJfo)rta) plertuzbat)(are) )( ( 5)
Integrala:
B (€)sinnft- £)dt (36)

care intra in expresia raspsuluidinamic al sistemului se numestgegrala de convolutiesau
integrala Duhamel Raspunsul sistemului mai poate fi exprimat evidentiind efectul dinamic

asupra raspunsului static definit prin deplasakgatrodusa mai susistfel cu expresia:

9
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e
I

= |0
I
oU

st

3
S

relatia (34 se mai poate scrie:

- K
u(t)—mW2
unde f utnegalaica Q (

v ()= wijf (¢ )sinuft - £ )dr

Wi (¢)sinudt - £ )z =u y (t)

(37)

(39)

(39

se numestdéunctia de multiplicare dinamicai masoara in fiecare moment efectul dinamic al

fortei perturbatoar®(t) fata de efectul ei static maxidin aplicarea statica a amplitudinii fortei

Po). Cand intereseaza numai raspunsul dinamic maxiesta se determinarsiderand valoarea

maxima Q@ a functiei ©O,eumiraultiplicatpridinaanecr e di na mi c a

Umax = Ust (t)|max =Uyy

P(0)=Pof(0)

(40)

Figura 7 Descompunerea actiunii intr succesiune de impulsuri elementare.

Observatie

Actiunea forteiP(t) aplicata sistemului in repaus poate fi reprezentata fccesiune continua

de impulsurielementaredH=P( U) d U ap | i c adtee

tiinmpi ndtee rivaa)l U 0

Miscarea produsa de impulsul elementidrspoate determina din ecuatia §22

Po .
=0 f - 2
du(t) W (z‘)sm l/l/(t l‘)dl‘ 12t

10

(41)

<'
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Prin aplicarea principiului suprapunerii efectelor, miscarea sistemului sub actiunea fortei
P(t)=Pof(t) se poate obtine casnma integrad a miscarilorproduse de succesiunea continua de

impulsuri elementardH=P,f( U Jindntérvalul de timp in caractioneaza forta:

u(t) = Fult) = R 55 (¢ )sinudt - ¢)ae 42

0

ajungandtse practic la a@asi relatie data in ecuatia {34

5. Raspunsul dinamicla actiunea unei forte perturbatoarearmonice

Daca forta perturbatoare este de tip armonic matematic aceasta poate fi

¢ k exprimata astfel:
P(t) = R, sinWt (43)
"“'"""""I"””’ undePpest e amplitudinea fortei perturhb
Ecuatia miscarii devine:

le

hAl

u(t) + n2u(t) = P sinwt (44)

m

a carei solutie se compune din solutia ecuatiei omogeresi solutia particulargu,) care

corespunde unei perturbatii armonice:
u(t) = uy(t) +u,(t) (45)
Solutia ecuatiei omogene se exprima sub forma:
u,(t) =C, cosut +C, sinut (46)
iar solutia particulara trebuie sa verifice ecuatia miscarii si se alege de forma termenului liber:
U, (t) = M coswW + N'sin\m (47)

Prin impunearea conditiei ca functig definita mai sus sa safaca ecuatia diferentiala

neomeogenae determina constanté¥esi N rezultand:

11
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F M=0
IN=_, fo (48)
i mw” - W
cu conditia:
w- W, 0 (49
Soltia generala a ecuatiei diferentiale devine:
. P .
u(t) =C, cosut +C,sinut + E(WZ?—\NZ)SInWt (50

Din relatia de mai sus se observa ca ecuatia miscarii unui sistem cu un grad de libertate dinamica
solicitat la o forta perturbatoare armonica se compune din suprapunerea a douaxboaiite

cu pulsatii diferite. Primii doiermeni defines vibratia proprie fara amortizare, iar ultimul termen
vibratia fortataConstanted de integrar€; si C, se determina din conditiile initiale la momentul

t=0:

£U, = u(O)
11 1 (51
[Uy = u(O)

si rezulta:

[ C =u,
|
i W P (52

ic =% W 0
L2270 wm(n? - We)
si solutia ecuatiei miscarii se scrie:

1

u, . P e. W . I}
u(t) =u,cosmt + -2 sinut + 0 SinW - —sinut
=t w m‘Wz-V\Fig w H

Raspunsul stationar (permanerdgg obtine considerand sistemul la moment@ in repaus

(53

(deplasare si viteza nula) si este expimat de relatia:
sinut? (54)

=% Chnwt-
u(t) = W gsmV\/c i

care mai poate fi exprimagvidentiind relationarea cu deplasarea statica introdusa in sectiunile

W
w

anterioare astfel

12
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u(t) =

9

; é N - V—Vsmwt uy (t) 5
mM/2 WO ellbratllfortate @ )W (59
QW_ vibratii proprii (]

\(‘D\ (D/

in care primul termen se refera la vibratia fortata, iar al doilea se refera la vibratia proprie.

Functia de multiplicare dinamica se exprima in acest caz:

1 e. W . [

t)=—— sSinWt - —sinmt

J/() é,W(")ZgS W H
1-&-0
cw=+

(56)

Datorita fortelor de amortizare vibratia proprie inceteaza dupanumit interval de timp astfel

ca raspunsul dinamic poate fi aproximat numai prin vibratiile pur fortate, in conskriote de

multiplicare dinamicarespectivmultiplicatorul dinamicse exprima astfel

y(t)Z%Sln\M
1 awg
-& 0
QW+
1 (57

y=—
. AWG
20

cw=

iar solutia se simplica la urmatoarea forma:

si definesovibratiile pur fortate care sunt vibratii armonice careese e cut a cu pul sat i

I
Remarca: Regula lui
, 6 ( EPEOAI ¢
x—c g(x) ¥e o (x)

sistemului se face in senpus sensului de actionare farperturbatoare, diferenta de faza

fiind

u(t)=u

st

#Sinw (59)
1- %9

cw=+
perturbatoare si cu amplitudinea constant@eprezentand variatia
multiplicatorul ui di nami c gq in

urmatoarele situatii:

aa Cand 00q/ ¥<1l, multiplicatirul

se fae in faza cu forta perturbatoare, in sensul de actionare al fortei.

b. Cand q/ v>1, multiplicatorul

e ,gsa Valrile brumaxime sunt de sensuri opuda acest caz se ia in

considerare valoarea absoluta, iar diagram dieti@se considera cea punctdia Hgura 8

13
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\" Q/CU>1

- o Em =
-

[ . Qw

Figura 8: Variatia multiplicatorului dinamic.

c. Cand q,/ maltiplic&oruldinamic este subunitar siegftuldinamiceste mai redsidecat

efectu staic al forteiPyg.

d Cand q/ ¥=1, d e préste searetie la infihisi aparednamenul de rezonanta
teoreticacare trebuie evitat la structurile supuse la actiuni dinamice. Domeniile care evita

fenomenul de rezonanta sunt

Weos Wois (59
w w

In primul caz rezonanta nu se produce deloc, iar in al doilea caz sistemul are oscilatii
puternice lai ni t i er ea si oprirea actiuni.i di nami ce
scade si de(@enomenuldegbathia cu

Astfel in regim stationar expresia deplasall) devine in acest caz o nedeterminare 0/0.

Apl i cand Hé@pitauperdu ritliaarea atedtei nedeminari, ecuatia de miscare in

regim de rezonanta se scrie:

sin\W - VM\//sinWt = tcosut - |i/sinm/t 1
u(t) =—% lim =0 =—9 Z(sinut- utcosmu
® mu/ W w 1_\/\/2 mw” 2 mW22( Gy
% w

14
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sau cu notatiile:

12 =Bcosa
17 (62)
1- Zwmt =Bsina
2
u(t) = R Beodut- a)=u,Y (t) (62)
mw? s
unde
01 ~t2 o 1 /~/2
B:J% +% ~utd (63)
¢c2+ ¢ 2 =
observandtse ca deplasarile cresc nelimitat in timp (Bip.

W (t)

Figura 9: Fenomenul de rezonanta.
Observatigfenomenul de batai)
In cazul in care pulsatia fortei perturbatoare este apropiata de valoarea pulsatiei proprii a
sistemului ( q / < dapaye fenomenul cunoscut sub numele fdeomenul de bataiCu

urmatoarele notatii:

W- w=2e
W+ w=2F
(64)
Woy
w
ecuatii miscarii sist@ului in regim stationar (Ec. $4levine:
u(t) =- R (sinWt - sinut) =- R cosV "t ain V-
Ame- Amé- 2 2 (65

15
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sau:
e 2R .
u(t)=(?- o_sinaZcosFt = A(t)cost (66)
& dmea 4
de unde rezulta caracteristicil e AWivariabderin i ar m
timp dupa o lege armonicade pudt i e U. Se obser v:
e
Remarca: Despre rezolvarea ecuatiilor au loc amplificari ale raspunsului sistemului cand se atinge
diferentiale de ordinal al Hlea
omogene cu coeficienti constanti: valoareamaxima a amplitudinii, perioada bataii fiind egale cu:
ay"+by'+cy = 0,a # 0 Pentru rezolvarea 1
ecuatiiei diferentiale se propun solutii T, = _% = i (67)
de foma y=¢" iar solutia generala 2 e W-w
depinde de tipul radacinilor (ra,rz) .
ecuatiei caracteristice atasate: u() . I'= s
ar’ +br+c=0 R — <>t e
1. Daca b’ —4ac >0 (radacini reale si H n f H r| H H 1 ﬂ H
distincte): ﬂ A ﬂ n \

h . . N : . .r

2.Dacab” - 4ac < 0 (radacini complexe L\ V

conjugate) r, , = A tiu \

y= eM(Cl cos ut + CZ sin ILII) \\\\ N l M U H J “ P i u U u u M

Obs. Pentru exprimarea de mai sus este H H _____ N
util sa ne amintim formula lui Euler: _< ---------------- 2— ---------- >i

, T e S

e =cos u+isin u £

3. Daca b’ —4ac=0 (radacini reale Figura 10 Fenomenul de batai
confundate,ri »=r):

y=e"(C,+Cyi) 6. Vibratii libere amortizate

Influenta amortizarii asupra vibratiilor libese

.

caracterizeaza prin faptul ca datorita frece ITI

interioare a materialului care nu este perfect elastict devoltate forte m I
interne, numite forte de amortizare. Fortele de amortizare se cons

proportbnale cu viteza iar amortizarea se considera de tip vascos. Ec XJ{:}

16
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miscarii sistemului se obtine prin particularizarea ecuatiei generale a miscarii, considerand
actiunea exterioarP(t)=0:

m 1

u(t)+26u+wult)=0 (68)
unde
2b =%
K (69
m

Solutia generala a ecuatiei de mai sus, cunoscuta din teoria ecuatiilor diferentiale de ordinal al Il
lea omogene cu coeficienti constanti, se obtine prin rezolvarea in prealabil a ecuatiei
caracteristice atasate:
r’+2br +w” =0
h,=-b°\b*- w
si in functie de tipul radacinilor{, r,) distingem urmatoarele trei situatii.

(70

a. Amortizarea critica

Aceasta situatie corespunde cazului in czeke doua raatini ale ecuatiei caracteristice sunt

confundate:
b>-w =0
n=r,=-b (71)
valoareacoeficientului de amortizar® cor espunzatoare acestui caz
egala cu:
bcr =w (72)

iar constanta de proportionalitate a amortizagj care reprezinta @aracteristica proprie a

sistemuluioscilant si depinde de elementele acestmik), este egala cu:

C, =2bm=2wm= 2r'h\/E =2/mk (73
m

Raportul intre coeficientul de amortizare efeatisi coeficientul de amortizare criticay, definit

maisus, seaumeste fractiune de amortizare critica s
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n=——=—=— (74)

Il n cazul amorALi(lOR.i i critice 3=3

Solutia genmla a ecuatiei diferentiale (& acest caz are forma:

ut)=e" (Cl + Czt) (79)

unde constantele de integr&esi C, se determina impunar@bnditiile initialela momentut=0;

u(0)=uo; T(0)=To iar solutia generaldevine:
~ o 1‘[ ~
u(t) :e-mguo +%O+W083 (76)
€ ¢ U

si carearata ca miscarea isi pierde caracterul oscilatoriu, iar sistemul scos din pozitia de
echilibru prin aplicarea unei deplasari si viteze initiale revine treptat la pozitia initiala de
echilibru. In functie de orientarea vitezei initiale in raport cu dsgkza initisd solutia sepoate

reprezenta ca in Fig. (11
u(t) 1

Figura 11. Raspunsul dinamic in cazul amortizarii critice.

b. Amortizare supracritica
Acest tip de amortizare intervine atunci cand coeficientul de amortizare efeesiemai

mare decat coeficentul de amortizare critiga

c>c.. n>1 b>w

(77)
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Si in acest caz miscarea nu mai este una osciladevenind unaperiodica. Discrimantul
ecuatiei caracteristice este pozitiv, deci ecuatia are doua ract@)distinctesi negative
b?- w >0

78
n,=-b°b*-w (78

Solutia generala a ecuatiei diferentiale se exprima in acest caz:
ut)=¢e “é?é:lev Pty ce VB (79

c. Amortizare subcritica
In acest caz coeficientul de amortizare efectiestemai mic decat coeficentwe amortizare

critica ci iar aceasta situatie intereseaza in mod practic
c<c,; n<l b<w (80)

Radacinile ecuatiei caracteristice sunt in acest caz numere complexe:

,=-b°b?- W =-b°iyw'- b>=-b°iw (81)
incaresa i nt r o duwsntrnpolsatatpriomie avibratiei amortizate:
o ~2
W= - b2 = [1- 828 =i 2 (82)
(;W+

Solutia geneala a ecuatiei diferentiale (b#h acest caz devine:
ut)=e "‘(Cl cosw't +C,sin W*t) (83
sauprin compunerea celor doua solutii particulare:
u(t) = Ae “sin(w't +/ ) (84)

unde:

A=,/CZ+C]

) C
—arctg—-
/ QC

2

(89
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Si care reprezinta ecuatia de miscare a sistemului ossil&ste reprezentata in Fig. [1Zele
doua constante de integrat®, si C,, se pot determina din conditiile initiale ale miscarii la

momentult=0; u(0)=uo; T(0)=To iar solutia generala devine:

C, =u,
) bu
C2 - * *0
w w (86)
e 8 T a
u(t) =e “*€u, aso g U
€ c w + w u
e u
u(f) 1
- —u(t)
N A" = = Aexp(-B)
_______ ~
Uy /\
_____ /\ /.\ - —/-\ - 1
| A
-t
-7 |
-7 : 5 i
! * !
' : T = " :
{ . : e
s
>
N, :
_Ac—/j’f '

Figura 12 Raspunsul dinamic in cazul amortizarii subcritice.

Rezulta ca miscarea easismpitudmeayed caie deacrestaiexgoneftialat i a
in timp, dar nu mai este periodica. Intervalul de timp dintre doua amplitudini successive se

numestgyseudoperioada miscarsi este egala cu:

T*—Z’D— 2p

"W &

Fractiunea de amortizare critica in cazul constructiilor obisnuite ®sta, astfel incat in

aplicatiile practice se poate considera ca influenta amortizarii asupra perioadei si pulsatiei proprii

de vibratie a sistemului este neglijabila astfel incat:
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To°T, wow (88)

e==\/ibratii libere amortizate

===V/ibratii libere neamortizate

Figura 13:Vibratii libere amortizate vs vibratii libere neamortizate.

Figura 14:Influenta amortizarii asupra vibratiilor libere.
Observatia 1:
Gradul de amortizare al vibratiilor structurilor se poate determina folosind decrementul
|l ogaritmic al amortizarii, m, care reprezinta

successivé\(t) respectivA(t+T"):

At . Ae”* .
n AC+T) =In A T ot (89
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